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SUMMARI'

We are interested on the problem of smoothing projective space curves.
We say that a curve X in P' is smoothable if there exists a family of curves Xt
in P` whose general member Xt is smooth and whose special member X is
X. (This notion of smoothability depends on the kind of families consider-
ed; here we shall deal mainly with flat families).

The organization of this paper is as follows: first we summarize the
works of TANNENBAUM, B ALLIco and ELLIA, SAUER and other authors about

this subject ([T] ], [T2], [T3], [B-E], [Sa], [H3]) and explain the theory re-

cently developped by Hartshorne and Hirschowitz ([H-H]). Next we ap-

ply the latter to study the smoothability of reduced curves in P3 which are

the nodal union of a plane curve and a curve on a non degenerate quadric,

both curves being non singular. Finally, we study the smoothability of con-

nected reduced curves in p3 with arithmetic genus 1.

INTRODUCCI(

Dins I'estudi de corbes de l'espai projectiu, ens podem plantejar la
quest16 segiient: donada una corba singular C de P3, es limit d'una familia de
corbes projectives no singulars?, es a dir, existeix una familia X parametrit-
zada per un esquema T

Aquest treball es un resum de la Memoria presentada per tal d'optar al grau de Ilicenciatura de

Matematiques, dirigida pel Dr. Sebastia XambO. Va obtenir el Premi per a Estudiants de la So-

cietat Catalana de Ciencies, en la seva Seccio de Matematiques, de la convocatoria del 23 d'abril

de 1986.
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tal que el membre general Xt sigui una corba Ilisa i el membre especial X„ si-
gui C? Quan la resposta sigui afirmativa, direm que C es allisable.

Com podeu observar, la questio, plantejada aixi, es molt ambigua, per-
que segons el tipus de families considerades, horn obtindra uns resultats o
uns altres. En primer lloc cal, dories, fixar el opus d'especialitzacio conside-
rat. Si volem que el genere aritmctic i el grau siguin constants per a totes les
corbes de la familia, es clar ([H] Ch III, 9.13) que hauretn de considerar fa-
milies planes, es a dir, talc que f sigui ply. Aleshores parlarem de corbel pla-
nament allisables (o allisables si no pot haver-hi confusio). Aquest tipus
d'allisament to interes perque esta rclacionat an-lb l'estudi do l'esquerna do
Hilbert. Donat un polinomi p(t) = dt + I - g, l'esquema de Hilbert do P' rc-
latiu a aquest polinomi es un esquema algebric que parametritza una familia
plana de corbes de p3 de grau d i genere g. Aleshores, es clar que dir que C cs
allisable es equivalent a dir que el punt de l'esquema de Hilbert correspo-
ncnt a C es a l'adherencia de l'obert format per corbes llises.

Un altrc tipus d'allisamcnt que podcm considerar es cl seguent: una
corba C es allisable si Cl punt corrcsponent de 1'esquema de Chow pertanv a
una component irreductible el membre general de la qual es una corba llisa.
Noteln que en aquest cas totes les corbes do la familia tenen el niatcix grau,
pero no necessarlament el rnatclx genere arltrnetic. TANNI'.NBAUM dona a [T2]
exemples de corbes reductibles no planament allisables i que en canvi perta-
nven a tma unica component de I'esquerna de Chow de membre generic una
corba reductible Visa. Son corbes del opus C U I. on C es una corba plana
de grau d > 4 i L una recta que la tally en tin unic punt. Aquestes corbes no
son planament allisables perque no existeixen corbes llises del mateix grau i
genere aritmctic que C u I., pet-6 pertanyen a una unica component de 1'es-

quema de Chow, la component de membre generic una corba Plana de grau
d i una recta disjunta.

Altres tipus do deformacions que podern considerar son les determi-
nantals, es a dir, deformacions del con projectant. Pt:SKINI.. i SuPIRo a [P-S]
proven que la cubica plana amb una recta que la talli en un punt i no contin-
guda en el pla de la cubica, no pot esser allisada en aquest sentit, mentre que
Tannenbaum a [T3], i despres Hartshorne i Hirschowitz a [H-H], demos-
tren que admet deformacions planes dins P3.

Finalment, d igu em tam be que hom pot tractar el problcma d'allisa-
ment de corbes abstractes (MuMroiw [M 1 ]) i d' a lli samen t de cicles algebrics

(HARTS11oRNE I H5 1, KI.HM AN I K ]).
L'objectiu d'aqucst treball cs presentar allo que ha estat fet fins ara rela-

tiu al terra d'allisament, especialmcnt I'allisament pla, i cls diferents meto-
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des coneguts per a determinar si una corba es o no allisable . Se centra sobre-
tot en la teoria desenvolupada per HARTSHORNE I HIRSCHOWITZ i aplicacions

seves ; la importancia d'aquesta teoria esta que es la primera que arriba a es-
tablir teoremes aplicables no tan sols a exemples concrets sing a tot un con-
junt mes ampli de corbes, corbes reduides formades per la unio nodal de
corbes no singulars . En particular , permet de retrobar els resultats de Tan-
nenbaum i de Ballico i Ellia. Com a aplicacio d'aquesta teoria, hom ha estu-
diat l'allisament de corbes reduides formades per la unio nodal de dues cor-
bes no singulars , I'una plana i 1'altra sobre una quadrica no degenerada (see-
c'6 3, §1 ), aixi corn 1 ' allisament de corbes reduides i connexes de genere arit-
metic 1 (seccio 3, 52).

1. RESULTATS ANTERIORS A LA TEORIA DESI.NVOI.UPADA PER HARTSHORNE 1 HIRS-

CHOWITZ.

Anterlors a la teoria desenvolupada per HARTSHORNI1I HIRSCHOWITZ

([H-H]) sobre I'allisament o no allisament de certs tipus de corbes, cal des-
tacar els resultats obtinguts d'una Banda per A. TANNI.NBAUM i de I'altra per
E. B.gLI.ico i Ph. LI l IA.

Tannenbaum, a [Ti], prova que Si X es una corba redu'ida i conncxa de
P' amb genere aritmetic 0, X pot esscr allisada planament a una corba irre-
ductible. Tot primer, donades dues corbes XI i X, de P' arnh p, (X;) = 0 i
deg (X;) = d; (i 1,2) amb interseccio Lill unic punt amb tangents diferents,
construeix una dcformacio Plana dins P' de X, a X, a una corba Ilisa racio-
nal irreductible de gran d, + d,. La deformac16 es fa sobre l'esquema de pa-
rametres T Spec K on R es un anell de valoracio discreta: siguin r i F, les
fibres de P' x T - T sobre el punt tancat i Cl punt generic do T, si('ui D un di-
visor sobre P' x T que talli a cada F, en dos punts v;, (j = 1,2) amb multiplici-
tat d, (j = 1,2) i sigui S 1'esc latament de P' x Ten el punt v- r,,. S es fibrada
sobre T amb fib ra gencrica F , isomorfa a f,,, es a dir, a una recta projectiva,
i fibra especial h,, isomorfa a dues rectos projectives que es tallen en un
punt. Si D denota la transformada pro>pia de D a S, veu que D es molt ample
sobre S i que ens dona una immersio de S dins Pail Finalment, donat que
la fibra tancada de S - Pail + d' sobre Spec R pot esser submergida dins P3 per
projeccio generica, demostra que h dcformacio es pot fer efectiva dins P. A
partir d'aixo i de la formula del genere aritmetic donada per Hironaka ([Hi]
Th2), conclou Cl resultat enunciat.

Amb Lill metode identic a l'anterior, prova a [T3] quc si X = X, u X,
c P' es una corba amb components irreductibles X, i X,, X; Ilisa (i = 1,2),
p, (X,) = 0, p,(X,) = g, deg (Xi) = d; i tal que X, i X, es tallen en Lill unic punt
amb tangents difcrents en aquest punt i X, esta submergida a P' per un divi-
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sor no especial molt ample de grau d„ aleshores X es pot allisar dins P' a una
corba Ilisa irreductible de genere g i grau d, + d2.

Prova tambe, [T2], que tota corba X c P3 formada per una corba plana
llisa de grau d > 4 i una recta que la talli en un unic punt, no pot esser plana-
ment deformada a una corba Ilisa. Aquest resultat es consequencia del fet

que no existeixen corbes Rises a p3 de grau d + 1 i genere
1

(d - 1) (d - 2) per

d^_ 4.
2

Posteriors als treballs de Tannenbaum son els de Ballico i Ellia.

Aquests autors, a [B-E], consideren una corba llisa C c P" de grau d i una

recta I. que talla a C quasi-transversalment en un unic punt, i demostren que

si Oc (1) es no especial, es a dir, H' (OC(1)) = 0, aleshores C u I. esta en la

clausura del subconjunt de l'esquema de Hilbert de P" format per les corbel

Ilises de grau d + 1 i genere g, i per tant es allisable. Notem que per a n 3

aquest resultat es un cas particular del de Tannenbaum [T3], pero el metode

que usen per a demostrar-lo es completament diferent. Es basa en el se-

guent:

Sigui C C P" +' (n 3) una corba llisa no degenerada de grau d i ge-

nere g, x e C i H un hiperpla que no come x. Denotem per Tr,, : P" +'---> H la

projeccio des de x i posem Y = 7tX (C) i y = T,,C n H. Considerem una

recta L continguda a H i que talli Y nomes en el punt y i quasi-transversal-

ment. Sigui D una recta quc talli a C nomes en el punt x i no tangent a C i
que talli L en un punt diferent de y (fig. 1). En projectar sobre H des dels

diferents punts de D - {x} obtenim una familia plana de corbes llises

X c H x (D - {x}) parametritzada per D- {x} que s'esten de mancra unica

a una familia X C H x D plana sobre D, la restriccio de la qual a

H x (D - {x}) es X. La fibra de X sobre x es precisament Y u L, la qual

cosa ens diu que Y u L es planament allisable. Aleshores, donada X =

C u L c P", si C pot esser obtinguda pro)'ectant una corba C' c P" des

d'un dels seus punts i de manera que la imatgc del centre de projeccio sigui el

punt x = C n L, tindrem que C u L es allisable. Ballico 1 Ellia demostren que

aixo es verifica, en particular, si O(, (1) es no especial.

Tambe donen un exemple de corba no planament allisable del tipus

C u L on C no es una corba plana; en concret, C es una corba de grau 8 i ge-

nere 9. El raonament emprat es el seguent: si C u L fos allisable, estaria en

un tancat prop] de 1'adherencia de I9 9 (on 'd „ denota 1'obert de l'esquema de

Hilbert de P3 de corbes de grau d i genere g format per les corbes irreducti-

bles i no singulars). Com que Peleccio de L depen de 3 parametres, s'haura

de verificar que

dimIb9+3<dim199,

pero dim I, v = 33 i dim 19 9 = 36.
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Finalment, cal mencionar tambe el metode dels feixos reflexius emprat
per SAUER [Sa]. Aquest metode consisteix a posar la corba X com a conjunt
de zeros d'una seccid global de F(m), on Fes un feix reflexiu de rang 2, i veu-
re que F(m) es generat per seccions globals. Donat que una seccio global ge-
neral de F(m) s'anul-la sobre una corba irreductible i no singular, obtenim
que X es allisable. En concret aplica aquesta tecnica al cas d'una corba X for-
mada per dues corbes planes de grans c i d que es tallen en d punts i amb c =
d + 16 d + 2. En la practica, pert), aquest metode es poc util, perque el veu-
re que un feix es generat per seccions globals es en general un problema difi-
cil de resoldre.

Tambe usant propietats dels feixos reflexius, Hartshorne [H3] ddna el
primer exemple conegut de corba irreductible de p3 no allisable: construeix
una familia de corbes irreductibles de grau 14 i genere aritmetic 23 amb una
unica singularitat que es un node i prova que el membre general no es allisa-
ble.

2. TI?ORIA DESENVOLUPADA PER HARTSHORNE i HIRSCHOwrrz

Nota: En tot aixt) que segueix, usarem el mateix simbol per a denotar
un fibrat vectorial i el feix localment Iliure associat.

Definicio 2.1. (vegeu [H-H] §2; aqui utilitzern N en floc de N)

Sigui C una corba projectiva llisa, N un fibrat vectorial de rang 2 sobre

C, i P (N) la projectivitzacid de N amb It : P (N) - C la projeccio sobre C.

Sigui K c P (N) un con) unt finit tal que iTih : K - C es injectiva, i sigui O1,(N,
(-1) el feix associat al fibrat tautologic de P (N). Considerem la successio

exacta associada a la restriccid de O1, (N (1) a K

O---> Ih(1)-oil (N)(1)---> OK(

Prenent imatges directes, obtenim la successio exacta

0-1t*Ih(1)---> N-O, (K)

Definim la transformacid elemental negativa de N en K, que denota-

rem per e (N, K), com 7t* Ih (1), i la transformacid elemental positiva de N
en K, denotada per e+ (N, K), com e+ (N, K) = e (N, K) (n Oc (Ti (K)).

[Butil. Soc. Cat . Cien.], Vol. X, 1989
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Dcfinicio 2.2.

Siguin C i D dues corbes llises que es tallen quasi-transversalment en
un conjunt finit de punts S. Per cada punt P E S considerem un vector u tan-
gent a D en P; u no es tangent a C, i per tant defineix un punt del fibrat nor-
mal N(. El conjunt de formes lineals que s'anul-len en aquest punt to dimen-
sio 1 i per tant es una recta de Nc,, es a dir, un punt de P (NC). El conjunt
d'aquests punts obtinguts variant P E S, sera desi nat per F i ens referirem a
aquest conjunt dient que es el subconjunt de P (NC) definit per D; analoga-
ment, al subconjunt de P (N1,) definit per C, el designarern per A.

Un cop establertes aquestes definicions i notacions, podern enunciar
els dos teoremes fonamentals d'aquesta teoria.

Teorerna 2.3 ([H-H] 4.1)

Sigui X la unio nodal a P3 de dues corbes no singulars C i D que es tallen
quasi-transversalment en un conjunt finit de punts S. Siguin F i A com a la
definici6 2.2. Suposem.

a) V d E A, H' (D, e` (N 1), A- {8)) = 0
b) H' (C, e (N(, F)) = 0
Aleshores, H' (Ny) 0 i X es fortament allisable.
(Una corba allisable X es diu fortament allisable si l'espai base i I'espai

total de la familia que allisa X poden esser escollits tambe llisos).

Teorerna 2.4 ([H-H] 5.2)

Siguin C, D, X i S corn al teorema anterior. Suposem
a) C i D corresponen a punts Ilisos de 1'esquema de Hilbert,
b) l'aplicacio H° (N(.) - H° (Nv I(,) es bijectiva,
c) la success16 H(' (N1)) H° (Nx Is) - H° (Ti) es exacta.

Aleshores, X no es allisable.

Exemple 2.5. ([H-H] 4.5.)

Sigui X = C u D la unto de dues corbes no singulars C i D de P3 amb
H' (NO) H' (N1)) = 0 i que es tallen quasi - transversalment en < 4 punts
en posici6 general (es a dir , no trey alineats, no quatre coplanaris ). Alesho-
res, H' (Ny) = 0 i X es fortarnent allisable.
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Per a l'aplicacib d'aquests teoremes en la seccib seguent, es fonamental

la seguent

Proposicio 2.6. ([H-H] 3.3)

Sigui X la uni6 nodal de dues corbes llises C i D amb interseccio S, i su-

posem que F es una superficie no singular que conte D 1 es transversal a C.

Aleshores, per a tot subconjunt A' de A amb imatge S' S S, existeixen suc-

cessions exactes

0- ND,r - e+ (N1), A') - NE ID(S')-0

0-NDrn(-S')-e-(ND, A')--> N1.II) 0.

3. APLICACIONS DE LA TEORIA DE HARTSHORNE I HIRSCHOWITZ

3.1. Allisament de corbes reduides de P-1 reunio nodal de dues corbes no sin-

gulars, l'una plana i l'altra sobre una quadrica no degenerada.

En aqucst paragraf hom aplica els teoremes d'allisament do Hartshorne

i Hirschowitz (teoremes 2.3 12.4) al cas particular d'una corba redu'ida de p3

formada per la uni6 nodal d'una corba plana i una corba sobre una quadrica

no degenerada, ambdues no singulars. El resultat obtingut es parcial i que-

den encara per decidir alguns casos.

Teorema 3.1.1

Sigui H un pla de p3, C una corba no singular de grau c continguda a H,

i D una corba no singular de tipus (a, b) sobre una quadrica no degenerada

Q, a < b. Sigui S = C n D, # S = s, i suposem que X = C u D es una corba

nodal. Aleshores

i) Si a 3, c > 3 i s 2c - 7, X no es allisable.

ii) Si a 4isa+b-7, Xno esallisable.

iii) Si c 3, a = 4 i s > b - 3, X es fortarnent allisable.

iv) Si a 3 i c 3, X es fortament allisable.

v) Si a'-3, c = 4 6 51 s >
(c_23) , X es fortament allisable.

2

Notem que s < min {a + b, 2c} donat que, d'una Banda, H talla D en

a + b punts i d'altra banda els punts de S son sobre la c6nica C' Q n H.

L'existencia de corbes amb aquestes condicions es provada en la se-

guent.
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Remarca 3.1.2

Sigui Q una quadrica no degenerada 1 C' una conica no singular contin-
guda a Q. Corn quc l'aplicaci6 H" (O(-) (a, b)) - H° (O(,. (a + b)) es epijecti-
va (cf dern 3. 1.1 1)), a+ b punts en posicio general sobre C' poden esser ob-
tinguts tallant C' amb una corba no singular sobre Q de tipus (a, b). Analo-
gament, coin quc H° (OH (c)) -- H° (O(,. (c)) es epijectiva, donats 2c punts
en posicio general sobre Chorn pot obtenir-los tallant Camb una corba no
singular sobre H de grau c.

Combinant aquestes dues observations, donats s punts sobre C' amb
s < min {2c, a + b), podem obtenir una corba no singular D continguda a Q
i una corba no singular C dins H, la interseccio de les quals sigui els s punts
donats.

En la demostraci6 del teorema 3.1.1 juguen un paper fonamental els
dos lernes seguents:

Lema 3.1.3

Considerern totes les corbes planes de gran d i imposem que passin per
s punts situats sobre una conica no degenerada. Si s < 2 d + 1, aquests punts
defineiXen formes linealment independents de H° (OH (d)).

Lema 3.1.4

Considerem totes les corbes de tipus (m, n) sobre una quadrica no de-
generada Q i imposem que passin per s punts situats sobre una conica no
singular. Si s < m + n + 1, aquests punts defineiXen formes linealment inde-
pendents de H° (O(, (m, n)).

Demostracio del teorema 3.1.1
Incloem nomes les demostracions dels apartats 1) i iii) per tal d'il-lustrar

corn s'apliquen els teoremes anteriors (teor. 2.3 i 2.4). Els casos restants es
demostren analogament (vegeu [Sanl]).

De no st ra cto de 1):

Veurem que horn hi pot aplicar el teorema 2.4. La verificacio de la hi-
p6tesi a) es coin a [H-H] proposicio 5.4 (3). Per a provar h) es sufficient de
veure que h" (N(,) = h" (Nx i O, la qua] cosa es certa si h" (O(^ (H + S)) =
h° (O(, (H)) (cf [ H-H] 5.3 a)). Per Riemann-Roch, ho (O( (H + S)) = c + s
+1-g+h°(O( (c-4)H-S)(g=genere de C)jaque(o(,=O(,(c-3),1corn
que l'aplicacio de restriccio H('(0, I (c-4 )) H" (O(, (c-4)) es un isomor-
fisme 1 s < 2 c - 7, pel lema 3.1.3 tenim que els punts de S defineiXen formes
linealment independents de H° (OH (c - 4)). Per tant, h° (O( (c - 4) H - S) _
h° (O(, (c - 4)) - s i consequentment, h° (Oc (H + S)) = h° (O( (H)).
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Provem finalment que es verifica la hipotesi c). Es quest16 de veure que

l'aplicaci6 H" (N1i) -* H" (0s)) es epijectiva, ja que Nuc (Ny -^ T") Os.

Corn que H" (N1,) = H" (01, (a, b)) O H" (01, (2, 2)), si demostrem que

l'aplicacio H" (01) (a, b)) -* H" (Os) es epijectiva ja restara provat. Per a

aixo, es suficient de demostrar quc l'aplicaci6 H" (O,, (a, b)) - H" (Os) ho

es. Pero els punts de S son sobre la conica H n Q = C' i per tans, sera suffi-

cient de veure que les aplicacions H" (O(,) (a, b)) - H" (O(,. (a + b)) i

H' (O(,. (a + b)) -* H" (Os) son epijectives. Coin quc C' P', H" (01,, (a +

b); = H" (01,1 (2 (a + b)), que s6n formes hornogcnies de gran 2 (a + b) a les

quals podern imposar 2 (a + b) + I condicions. Aixi doncs, si s < (a + b) + 1,

H' (O(,. (a + b)) -* H" (Os) es epijectiva. Pero s < a + b, corn hem notat

anteriorment. Nrmes queda per veure que H" (O,,) (a, h)) - H" (0(,. (a, b))

es epijectiva. Corn que C' es una conica sobre Q, tenim la successi6 exacta

O,(-1,-1)- 0",- 0(.-0.

Tensorialitzant per O,, (a, b) i prenent cohomolo, ia, horn obte la suc-

cess16 exacta

H" (04, (a, b)) -* H" (O(:- (a, h)) - H' (Ot) (a b - 1))

Pero per dualitat, h' (01) (a - 1, b - 1)) = h' (O(, (- I - a, - I - b)) i aquest 01-

tim es zero per [H] Ch III ex. 5.6.

Demostracio de iii):
Aplicarern el teorema 2.3. La successi6 exacta de 2.6 aplicada a D i a

A' = A - { d } ens d6na la successi6 exacta

0- 0,) (a, b)- e+(Nv.A-{a})-*0 (2+S-{P})- 0

i en prendre cohomologia obtenim la successi6 exacta

H' (Ou (a, b)) - H' (e+ (N1, A-{6})) H' (0n (2 + S- {P})).

Corn que H' (01) (a, b)) = 0, a fi que H' (e+ (N1). A-{b})) = 0 sera suficient

que H' (01) (2 + S- {P})) = 0. Pero corn que H' (01) (2)) = H° (O(,, (a-4, b

- 4)) (cf [H-H] 5.4 a)), perquc aixo es compleixi bastara que el conjunt de

punts S sobre D sigui en nombre > ho (O(, (a-4, b-4)) = (a-3) (b-3) i que

cada subconjunt de la forma S - {P} imposi condicions independents sobre

el sistema lineal I O(^ (a - 4, b - 41. Per 3.1.4, si (a - 3) (b - 3) < a + b - 6,

aixo ultim es verificara. Per tant, si (a - 3) (b - 3) < min {s, a + b - 6}, ales-

hores H' (01) (2 + S - {P})) = 0. Pero (a-3) (b-3) < a + b-6 implica a = 4

i per tant la cond1c16 anterior es a = 4 i s > b - 3.
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Finalment , la hipotesi b) es verifica, ja que per c = 1, 2 i 3, H' (e (Nc.
F)) = 0 si s 2, 5 i 8 respectivament ([H-H] 4.2, 4.4 i 4.4. 1), i en el nostre
cass-2c.

3.2. Allisament de corbes amb genere aritmetic 1.

Com ja ha estat dit en la seccio 2, TANNENBAUM a [TI] prova que rota
corba reduida i connexa de p3 de genere aritmetic 0 pot esser allisada. En
aquesta seccio provarem, usant resultats de HARTSHORNF, i HIRSCHOw1Tz

([H-H]), que tota corba reduida i connexa de P' de genere aritmetic I es
tambe allisable.

Teorema 3.2.1

Sigui X una corba reduida i connexa de P' de genere aritmetic 1. Ales-
hores X es allisable.

Demostracio:

Siguin XI, ..., X, les components.irreductibles de X ordenades de ma-
nera que X, n (XI u ... u X, _ I) 0 per a tot j = 2, ..., r (aixo ho podem su-

posar perque X es connexa). Donat que els punts d'interseccio de dues com-

ponents son singulars, tent it que E 6 (P : X) > r-1, on 6 (P : X) es l'ordre
P EX

de la singularitat de X en el punt P (es a dir, b (P : X) = dimk (Ox P / Ox P)
essent Ox p la clausura entera de I'anell local de X en P en el seu anell total de
quocients). D'aixo i del fet que it (X) 0, i tenint en compte 1'expressi6 del
genere aritmetic de X ([Hi] Th 2)

p,(X)=n(X)+PEX0(P:X)

es conclou que les uniques possibilitats son:

i) E 6(P:X)=r -1 i it(X)=1
PE X

ii) E 0(P:X)=r i it (X)=0.
PEX

En el cas i), cada component talla la reunio de les anteriors en un unic
punt i no hi ha mes de dues components que es tallin en un mateix punt. Els
unics punts singulars son les interseccions de dues components, i l'ordre de
la singularitat en cada un d'ells es 1 (es a dir, la interseccio es quasi-transver-
sal). Ti (X) = 1 implica que una de les components ha de tenir genere 1 i les al-
tres son racionals.

En el cas ii), totes les components son racionals i es poden presentar els
casos seguents:
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a) X, n (X, u ... u Xj_,) _ {P^} j = 2, ..., r, amb Pi PI si i j, la in
terseccio es quasi-transversal i una de les components to una singularitat
d'ordre I (node).

b) X, n (X, u ... u Xj_,) { PJ) j = 2, ..., r, j k i Xk n (X, u ... u

Xk- 1) _ {Pk, Qk}, Pi Pj si i j, Pi Qk per a tot i, i les interseccions son
totes quasi-transversals.

C) X n (X, u ... u X, ,) {P,} j = 2, ..., r, amb Pi P, si i # j excepte
per a i = 2, j = 3 (es a dir, hi ha trey components que es tallen en un mateix
punt (h = 3)) i totes les interseccions son quasi-transversals.

d) X, n (X, u ... U Xj_,) = {P,} j = 2, ..., r, amb PI Pi si i j i totes
les interseccions son quasi-transversals excepte una d'elles que es una tan-
gencia (d = 2).

Per tant, X sera d'un dels tipus representats en la figura 2. Per tal de
provar que X es allisable, analitzarem cadascun dels casos possibles. Per
abreujar, donarem nomes la demostracio dell casos 1) i V); els restants es de-
mostren d'una manera semblant al cas I) (vegeu [San2]).

Cas I). Sigui X, la component el-liptica. Donat que tot divisor de grau
positiu sobre una corba el•liptica es no especial, tenim que H' (Oy, (1)) = 0 i

per tant H' (Ny,) = 0. A mes, si C es una corba racional de grau d, tenim
que H' (O( (1)) = H' (O1,1 (d)) = 0. Per tant, tota corba rational es no espe-
cial i consequentment H' (NC) = 0. Podern doncs aplicar 2.5 a les corbes X,
i X, i obtenim que X, u X, es allisable. Prenent cohomologia en la succesS16
exacta

Ox1 U X, ---> 0Xi O Ox, - O1" 0

tensorialitzada per 0 (1), i usant que H' (OX, (1)) = 0 per i = 1,2 i que l'apli-
cacio H" (Ox, (1)) e H" (Ox, (1)) -> H°(01,,) es un epimorfisme (perque
H° (0\, (1)) - H" (01,,) es un epimorfisme), concloem que H' (OX , 'j X,
(1)) = 0.

Sigui {Xt} una familia que allisa X' = X, u X,. Per semicontinuItat,
H' (Ox. (1)) = 0. Podem afegir una corba racional Y, que talli X,'en un unit
punt, i obtenim aixi una familia X^ u Y, - X' U X 3. X,' es no singular i no
especial i per tant, aplicant de nou 2.5, hom obte que X,' u Y, es allisable,
d'on concloem que X' u X3 es tambe allisable. Raonant com abans, a partir
ara de la successio exacta

0.OX, UX3__^- OX,0Oa,__^'O1,0,

horn obte que X' U X3 es no especial.
Veiem doncs que, en afegir una component racional, la corba resultant

es allisable i no especial , i per tant , podem repetir aquest proces fins a esgo-
tar totes les components , obtenint finalment que X es allisable.
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Cas V). Siguin X1 i X, les components tangents. Vegem primer que
X1 U X, es allisable. De fet, construirem una deformacio de X1 u X, a una
corba reductible amb dues components racionals que es tallen en dos punts.
Siguin P,: P' - P3 i `P,: P' - P3 parametritzacions de X1 i X, respectiva-
ment, tals que x„ = P1 (0) = P, (0) es el punt de contacte. Per a cada t, llevat
potser d'un nombre finit, podem definir 6, E PGL (P3) que depengui algc-
bricament de t, amb cy() = Id i tal que ry , = x,, i a, (`P1 (t)) = `I'z (t). Donat
que la condicio # ((T, (X1) n X2) 3 es tancada, existeix un obert U de P'
amb 0 E U, tal que 6, (X1) n X, _ {x0, `I', (t)}. Aleshores, 6t (X1) u X, sera
una familia Plana (ja que el grau i genere aritmetic son constants) amb fibra
especial X, u V. Per 2.5, cada cs, (X,) u X, es allisable, d'on X1 u X, es
allisable. Coin abans, veiem que X, u X, es no especial, i per tant, podern
continuar com en els casos anteriors.
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